
 1

  مدارهاي جريان متناوب
   متناوبنيروي محركه ي -1

 اگر پيچه اي در ، به ويژه. بنابه قانون القاء فاراده، شار مغناطيسي متغير مي تواند نيروي محركه توليد كند
به طور سينوسي با زمان تغيير مي كند و جريان   ي آن نيروي محركه) مولد (ميدان مغناطيسي بچرخد
چشمه ي .  را چشمه ي  نيروي محركه ي متناوب پنداشت مولد پس، مي توان .ردمتناوب به وجود مي آو

   براي مثال ، ولتاژ متناوب. نشان مي دهند) 1(نيروي محركه ي متناوب را در يك مدار الكتريكي با نماد شكل 
  .را مي توان با رابطه ي زير نشان داد

)1(  
0( ) sinV t V tω=  

  . ناميده مي شوددامنه ، 0Vبيشينه ي ولتاژ، 
                                  

)نمودار ولتاژ.  تغيير مي كند−0V و+0Vبين ، ولتاژ 1-و + 1با تغيير سينوس بين  )V t برحسب زمان در 
  tتابع سينوس نسبت به زمان دوره اي است ؛ يعني اندازه ي ولتاژ در زمان. نشان داده شده است) 2(شكل 

tبا مقدار آن در زمان بعدي t T′ = .  برابر است+
  ولتاژ با  fبسامد.  آن است ي دوره Tزمان

)2(  1f T=  
1sيا ) Hz(يكاي بسامد هرتز . تعريف مي شود − 

2بسامد زاويه اي با . است fω π≡ به بسامد و در 
  .نتيجه به دوره مربوط است

  

 وصل مي شود به مدار انرژي مي دهد تا انرژي تلف شده در RLCمداروقتي چشمه ي ولتاژ متناوب به 
   وبا اين كار از ميرايي نوسان بار ، جريان و اختلاف پتانسيل جلوگيري مي كند .مقاومت را جبران كند

، "  زمان گذرا " پس از سپري شدن.نوسان هاي واداشته مي شوندنوسان بار و جريان و اختلاف پتانسيل 

جرياني را . شارش جريان در مدار در اثر اين ولتاژ وادارنده روي مي دهد و واكنش مدار به اين ولتاژ است
  كه در مدار شارش مي كند مي توان به صورت زير نوشت

)3(  0( ) sin( )I t I tω φ= −  
 است كه به بسامد وادارنده φ و فاز آن0Iدامنه ي جريان. اين جريان با همان بسامد ولتاژ نوسان مي كند

  .بستگي دارد
   مدارهاي متناوب ساده-2 

يك (  ، مدارهاي ساده را در نظر مي گيريم كه تنها يك عنصر RLCپيش از بررسي مدار واداشته ي 
  .به چشمه ي ولتاژ متناوب سينوسي وصل است) خازنمقاومت ،  يك خودالقا ، يك 

    مدار مقاومت-1-2
اين ( به چشمه ي ولتاژ سينوسي وصل است در نظر بگيريد كه فقط يك مقاومت ) 3(مداري را برابر شكل 
C است كه در آن ظرفيت RLCمدار متناظر با مدار = 0Lا و خودالق∞ اگر .) اين را خواهيم ديد.  است=

  ف را براي اين مدار به كار ببريم ، مي بينيم كه داريمقانون كرشهو

  نماد چشمه ي ولتاژ متناوب-1شكل 

  چشمه ي ولتاژ سينوسي-2شكل
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)4(  ( ) ( ) ( ) ( ) 0R RV t V t V t I t R− = − =  
)كه در آن  ) ( )R RV t I t R=جريان لحظه اي در مدار با.  اختلاف پتانسيل لحظه اي دو سر مقاومت است  

  رابطه ي زير داده مي شود
  
)5(  

0

0

( )sin( )( )

sin

RR
R

R

V t tV tI t
R R

I t

ω

ω

= =

=
  

0كه در آن 0RV V=0 و 0R RI V R= جريان 
)   3(و ) 5(از مقايسه ي رابطه هاي . بيشينه است
0φمي بينيم كه  )يعني.  است= )RI tو ( )RV t  
   هم فاز بودن به اين معني است كه . هم فاز اند

 

  

وابستگي زماني جريان گذرنده از ) 4(در شكل . بيشينه  يا كمينه ي دوهر دو در يك زمان روي مي دهد
) رفتار.مقاومت و ولتاژ دو سر آن نشان داده شده اند )RI tو ( )RV t  را با نمودار فازنما هم مي توان  

  :فازنما ردار چرخاني است كه از ويژگي هاي زير برخوردار است. نمايش داد) 5(همانند شكل 

             

  .طول بردار فازنما متناطر با دامنه است: طول -1
  . پادساعتگرد مي چرخدωيبردار نماينده ي كميت متناوب با سرعت زاويه ا:  سرعت زاويه اي-2
  .متناظر است t با مقدار كميت متناوب در زمان، تصوير بردار در راستاي محور قائم:  تصوير-3

تصوير .  آن است0RVت دامنه ي مقدار ثاب0RVاندازه ي فازنماي. فازنما را با نماد برداري نشان خواهيم داد
0، در راستاي محور عمودي0RVفازنماي sinRV tωاست كه با اختلاف پتانسيل دو سر مقاومت ، ( )RV t 
از نمودار شكل .  ، هم توصيفي همانند دارد0RIجريان گذرنده از مقاومت،فازنماي .  برابر استtدر زمان

  .فازنما ديده مي شود كه جريان و ولتاژ هم فاز اند) 5(
   ، از رابطه ي زير به دست مي آيدTميانگين زماني جريان در يك دوره،

)6(  0
0

0 0 0

1 1 2( ) ( ) sin sin 0
T T T

R
R R R

I tI t I t dt I t dt dt
T T T T

πω〈 〉 = = = =∫ ∫ ∫  

  چون اين مقدار ميانگين صفر است ؛ 

 متناوب مقاومت در مدار با ولتاژ -3شكل

)  وابستگي زماني-4شكل  )RV tو ( )RI t فازنما ي جريان گذرنده از مقاومت -5شكل  
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)7(  
0

1sin sin 0
T

t t dt
T

ω ω〈 〉 = =∫  

  هنگامي كه مي خواهيم مقدارهاي ميانگين را حساب كنيم ، دانستن رابطه هاي زير سودمند مي شوند
)8(  
  
)9(  
  
)10(  
  
)11(  

0

0

2 2 2

0 0

2 2 2

0 0

1cos cos 0

1sin cos sin cos 0

1 1 2 1sin sin sin
2

1 1 2 1cos cos cos
2

T

T

T T

T T

t t dt
T

t t t t dt
T

tt t dt dt
T T T

tt t dt dt
T T T

ω ω

ω ω ω ω

πω ω

πω ω

〈 〉 = =

〈 〉 = =

⎛ ⎞〈 〉 = = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞〈 〉 = = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫

∫

∫ ∫

∫ ∫

  

  :غيرصفر است جريان از اين رابطه ها ديده مي شود كه ميانگين مربع
)12(  2 2 2 2 2 2

0 0 0
0

1 1 2 1( ) sin sin
2

T

R R R R
tI t I t dt I dt I

T T T
πω ⎛ ⎞〈 〉 = = =⎜ ⎟

⎝ ⎠∫ ∫  

 به صورت زير  استفاده مي شود كهدر واژگان جريان متناوب  از جذر ميانگين مربعي جريان و ولتاژ
  . مي شوندتعريف 

)13(  
  
)14(  

2 0

2 0

( )
2

( )
2

R
rms R

R
rms R

II I t

VV V t

≡ 〈 〉 =

≡ 〈 〉 =
  

120rmsV خانه ها در ايران جذر ميانگين مربعي ولتاژ برق 60f ولت با بسامد = Hz=است .  
  : اين كميت هاي ميانگين مربعي به صورت زير نوشتتوان اتلافي در مقاومت  را مي توان برحسب

  
)15(  

2

2
2 2 2

0

( ) ( ) ( ) ( )

1( ) ( )
2

R R R R

rms
R R R rms rms rms

P t I t V t I t R

VP t I t R I R I R I V
R

= =

⇒ 〈 〉 = 〈 〉 = = = =
  

  
  القاء  مدار خود-2-2

ودالقا به مولد نيروي محركه ي متناوب وصل در نظر بگيريد كه در آن فقط يك خ) 6(مداري را برابر شكل 
C با ظرفيت خازنRLCاين مدار متناظر با مدار. است = 0R و مقاومت∞ با استفاده از قانون .  است=

  دكرشهوف به اين مدار، معادله ي ودار به صورت زير به دست مي آي
)16(  
  
)17(  0

( ) ( ) ( ) 0

( ) sin

L
L

LL

d IV t V t V t L
dt

VdI V t t
dt L L

ω

− = − =

⇒ = =
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0كه در آن  0LV V=جريان به صورت زير به دست مي آيد ) 17(با انتگرال گيري از رابطه ي .  است  

( )

0

0 0

( ) sin

cos sin 2

L
L L

L L

VI t d I t dt
L

V Vt t
L L

ω

ω ω π
ω ω

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ ∫
  

)18(  
  نشان ) 3(و  رايطه ي ) 18(مقايسه ي رابطه ي 

   از خودالقا برابر مي دهد كه دامنه ي جريان گذرنده
  

  است با
)19(  0 0

0
L L

L
L

V VI
L Xω

= =  

LXكه در آن Lω≡ مانند مفاومت، يكاي واكنايي القايي اهم .  مدار استواكنايي القايي)Ω ( ، است اما
 بستگي دارد و بنابراين، مقاومت مدار در برابر ωيبسامد زاويه ابرعكس مقاومت، واكنايي به طور خطي به 

از سوي ديگر با .  افزايش مي يابد؛ چون در بسامد هاي بالا جريان سريع تر تغيير پيدا مي كندωجريان با 
هم چنين ) 3(و رابطه ي ) 18(از مقايسه ي رابطه ي . م صفر مي شود به صفر واكنايي القايي هωميل كردن 

2φمي بينيم كه ثابت فاز عبارت است از π= نمودارهاي جريان و ولتاژ و نيز فازنماي آنها در شكل  . +
  نشان داده شده اند)  7(

    

)، جريانپيداست) 7(همان گونه كه از شكل  )LI t 2 به اندازه يφ π=نسبت به ولتاژ ( )LV t اختلاف فاز 
يعني يك چهارم چرخه پس از آنگه اختلاف پتانسيل دو سر خودالقا به بيشينه مقدار خود رسيد، جريان . دارد
( )LI t2در مدار خودالقا جريان به اندازه ي  ييم بنابراين، گو.  بيشينه مي شودπاز ولتاز عقب تر است .  

    مدار خازن-3-2
. مداري را نشان مي دهد كه در آن خازني به يك چشمه ي نيروي محركه ي متناوب وصل است) 8(شكل 

0R است كه در آن هر دوي RLCاين يك  مدار 0L و= اگر قانون كرشهوف را در اين مدار به .  اند=
  زير براي مدار به دست مي آيد كار ببريم ، معادله ي

   مدار خود القا-6شكل 

 )ب( )الف(

 فازنماي متناظر) ب. (نمايش جريان و ولتاژ مدار خودالقا برحسب زمان) الف (-7شكل 
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)20(  ( )( ) ( ) ( ) 0C
Q tV t V t V t
C

− = − =  
   ويا

)21(  
0

( ) ( ) ( )
sin

C

C

Q t CV t CV t
CV tω

= =

=
  

0كه در آن 0CV V=ز سوي ديگر جريان ا.  است
  برابر است با

  
)22(  

( )
0

0

( ) cos

sin 2

C C

C

dQI t CV t
dt

CV t

ω ω

ω ω π

= + =

= +
  

  

  

  رابطه ي بالا نشان مي دهد كه بيشينه مقدار جريان عبارت است از
)23(  0

0 0
C

C C
C

VI CV
X

ω= =  

1CXكه در آن Cω≡ مقاومت موثر مدار يكاي واكنايي خازني هم اهم است و .  نام داردواكنايي خازني
0ω نسبت وارون دارد و با C وω با هر دوي CXتوجه كنيد كه. خازني است از .  واگرا مي شود→

2φديده مي شود كه) 3(و رابطه ي ) 23(مقايسه ي رابطه ي  π= نمودار جريان و ولتاژ و نيز فازنماي  . −
  نشان داده شده اند) 9(اين مدار در شكل 

    

0tتوجه كنيد كه در زمان  ولتاژ دو سر خازن صفر است در حالي كه جريان در مدار بيشينه مقدار خود =
) در واقع ، .را دارد )CI t 2( يك چهارم چرخهφ π= ( زودتر از( )CV t به بيشينه مقدار خود مي رسد  .

  . از ولتاژ جلوتر است2πدر مدار خازن جريان به اندازه ي بنابراين ، گوييم 
  
  ري سRCL مدار– 4-2

  از قانون كرشهوف داريم. در نظر بگيريد) 10( را همانند شكل RCLاينك مداري سري
)24(  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0R L C

dI QV t V t V t V t V t IR L
dt C

− − − = − − − =  
  اين رابطه را مي توان به صورت زير نوشت

 ازن  مدار خ-8شكل 

 سمت چپ( و فازنماي آن) سمت راست( نمودار ولتاژ و جريان در مدار خازني-9شكل 
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)25(  
0 sindI QL IR V t

dt C
ω+ + =  

Iاهاگر فرض كنيم كه خازن در آغاز بي بار بوده است، آنگ dQ dt=    با افزايش بار خازن متناسب +

                                                   
  را مي توان به صورت زير بازنويسي كرد) 25(مي شود و رابطه ي 

)26(  2

02 sind Q dQ QL R V t
dt dt C

ω+ + =  
  زير استيك پاسخ ممكن معادله ي ديفرانسيل مرتبه دو بالا به صورت 

)27(  0( ) cos( )Q t Q tω φ= −  
   عبارتند ازφ و فاز0Qدامنه ي 

  
  
)27(  
  
)28(  

( ) ( ) ( )
0 0

0 2 22 22

0
2 2

11

( )

1 1tan

L C

L C

V L VQ
R L CR L LC

V
R X X

X XL
R C R

ω ω ωω ω

ω

φ ω
ω

= =
+ −+ −

=
+ −

−⎛ ⎞= − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

  و جريان متناظر عبارت است از
)29(  

0( ) sin( )dQI t I t
dt

ω φ= + = −  
  اين جريان عبارت است ازدامنه ي 

)30(  0
0 0 2 2_( )L C

VI Q
R X X

ω= − = −
−

  

 در همه ي نفاط يكسان است؛ در حالي كه دامنه و فاز  RCLتوجه كنيد كه دامنه و فاز جريان در مدار سري
مي توان .   رابطه ي متفاوتي با جريان دارندC وR، Lرهاي مدار، ولتاژ لحظه اي دو سر هر يك از عنص

به صورت زير به ) 11(ولتاژها ي لحظه اي را مي توان از شكل . ديد)  11(اين در نمودارهاي فازنما شكل 
  . دست آورد

  سري واداشتهRCL  مدار-10شكل 
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                   ؛   مقاومت):الف(  .RLC دو سر عنصرهاي مدار سري فازنما براي رابطه ي بين جريان و ولتاژ-11شكل 

  . خازن ):پ(؛  خودالقا ):ب(              
)31(  
)32(  
  
)33(  
)34  

0

0 0

0 0

0 0 0 0 0 0

( ) sin

( ) sin cos
2

( ) sin cos
2

, ,

R

L L L

C C C

R L L C C

V t I R t

V t I X t V t

V t I X t V t

V I R V I X V I X

ω
πω ω

πω ω

=

⎛ ⎞= + =⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞= − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

≡ ≡ ≡

  

  :برابر است نيروي محركه ي متناوبشمه ي  با ولتاژ چجمع اين سه ولتاژ لحظه اي
)35(  ( ) ( ) ( ) ( )R L CV t V t V t V t= + +  

  ، اين رابطه را مي توان به صورت زير بازنويسي كرد) 12( در شكل با استفاده از نمودار فازنما
)36(  0 0 0 0R L C= + +V V V V  

جلوتر است اما  ،0CV از ولتاژ دو سر خازن، 2π به اندازه ي 0Iباز هم ديده مي شود كه فازنماي جريان
 سه فازنماي ولتاژ در حالي كه مكان نسبي . عقب تر است0LV از ولتاژ دو سر خودالقا، 2πبه اندازه ي

  ولتاژها ي نشانرابطه ي بين دامنه ي ) 13( در شكل .مي چرخند پادساعتگرد ثابت است، آنها با گذشت زمان

                 

  با توجه به اين شكل مي بينيم كه. داده شده اند
  
)37(  

2 2
0 0 0 0 0 0 0 0

2 2 2 2
0 0 0 0

( )

( ) ( ) ( )

R L C R L C

L C L C

V V V V

I R I X I X I R X X

= = + + = + −

= + − = + −

V V V V  

 )پ( )ب( )الف(

   رابطه ي بين ولتاژها-13شكل  RCL فازنماي مدار سري-12شكل 
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  .مي انجامد) 29(كه به همان نتيجه ي 
توجه به اين نكته مهم است كه بيشينه ي دامنه ي ولتاژ چشمه ي نيروي محركه ي متناوب با جمع بيشينه ي 

  .لتاژ دو سر عنصرهاي مدار برابر نيستدامنه هاي و
)38(  0 0 0 0R L CV V V V≠ + +  

هم فاز نيستند و در زمان هاي مختلف هر كدام به بيشينه مقدار دليل اين نابرابري اين است كه ولتاژها با هم 
  .خود مي رسند

  )امپدانس(   پاگيري -3
LX خودالقليي واكنايي، ديديم كه در مدار خودالقا Lω=1 و در مدار خازني، واكنايي خازنيCX Cω= 

توصيف و ) امپدانس(  مقاومت موثر مدار با پاگيري RCLدر مدار. نقش مقاومت موثر آن مدارها را داشتند
  به صورت زير تعريف مي شود

)39(  2 2( )L CZ R X X≡ + −  
  يكاي پاگيري هم  در سامانه ي يكاهاي. نشان داد)  14( را مي توان با  شكل CX وZ ، LXرابطه ي بين 

SIمي توان جريان را برحسب.  اهم استZ به 
  صورت زير نوشت

)40(  0( ) sin( )VI t t
Z

ω φ= −  
 به بسامد CX وLX هم  همانندZتوجه كنيد كه

) 28(با استفاده از رابطه ي . بستگي دارد زاويه اي
 به سادگي مي توان Zبراي) 39 (ي  و رابطهφبراي

مدارهاي فقط با يك (حالت هاي حدي مدارهاي ساده 
  در جدول زير اين يافته ها  .  را دوباره بازيافت) عنصر

                

  

  خلاصه شده اند
  

مدار 
  ساده

R L C LX Lω= 1
CX

Cω
= 1tan L CX X

R
φ − −
= ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 2 2( )L CZ R X X= + − 

مدار 
 مقاومت

R 0  C      0      0  0  R  

مدار 
  خودالقا

0  L ∞      LX       0  2π  LX  

مدار 
  خازن

0  0  ∞       0     CX  2π−  CX  

    

 CX وZ ، LX ي بين  نمودار رابطه-14شكل
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   تشديد-4 
0 كمينه مقدار خود را داشته باشد، دامنه ي جريانZ وقتي نشان مي دهد كه) 37(رابطه ي  0I V Z= به 

Lاين وضعيت هنگامي روي مي دهد كه . بيشينه مقدار خود مي رسد CX X= 1 ياL Cω ω=باشد كه به   
)41(  

0
1
LC

ω =  

 0Iپديده اي كه دامنه ي جريان . مي انجامد
 0ωبيشينه مي شود تشديد ناميده مي شود و 

در وضعيت تشديد، پاگيري . بسامد تشديد است
Z R= مي شود و فاز و دامنه ي جريان 

  عبارتند از
)42(  0

0 , 0VI
R

φ= =  
 براي ω برحسب بسامد0I رفتار ) 15(در شكل 

    نشان داده شده است واداشته RCLمدار

  
) مولد نيروي محركه متناوب با فرض كنيد  :RCLمدارسري   -1مثال  )( ) (150 )sin 100V t V t=   به

40R با RCLطور سري در مدار = Ω،  80 mHL 50μFC و=   .ردقرار دا) 16شكل   (=
 بيشينه ولتاژهاي دو سر عنصرهاي مدار، ):الف(

0RV ، 0LV0 وCVرا حساب كنيد .  
  d وb اختلاف پتانسيل بيشينه ي بين نقاط ):ب(
 پتانسيل بيشينه ي بين يك سر خازن يعني اختلاف(

  . حساب كنيدbcdرا در شاخه ي ) و يك سر خودالقا
واكنايي هاي القايي و خازني و نيز   )الف  (:حل

  پاگيري مدار عبارتند از

6rad
s

3rad
s

1 1 200
(100 )(50 10 F)

(100 )(80 10 H)=8

L

C

X
C

X L

ω

ω

−

−

= = = Ω
×

= = × Ω

  

)43(    

  

)44                       (2 2 2 2( ) (40 ) (8 200 ) 196L CZ R X X= + − = Ω + Ω− Ω = Ω  
  بنابراين ، بيشينه ي دامنه ي جريان برابر است با

)45(  0
0

150 V 0.765 A
196Ω

VI
Z

= = =  

  رفتار دامنه ي جريان برحسب بسامد -15شكل

 RCL مدار سري -16شكل 
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  بنابراين، بيشينه ي ولتاژ دو سر عنصرهاي مدار عبارتند از
  
)46(  

0 0

L0 0

C0 0

(0.765A)(40 ) 30.6 V
V (0.765A)(8.0 ) 6.12 V
V (0.765A)(200 ) 153 V

R

L

C

V I R
I X
I X

= = Ω =

= = Ω =

= = Ω =

  

   مربوط است0CV و0RV ، 0LVرابطه ي زير به  ، با 0Vاعمال شده به مدار،توجه كنيد كه بيشينه ولتاژ 
)47(  2 2

0 0 0 0( )R L CV V V V= + −  
   برابر است با d وb بين  ولتاژ بيشينه):ب(
)48(  0 0 0 0 6.12 V 153 V 147 Vbd L C L CV V V= + = − = − =V V  
  

) ولتاژ سينوسي:  تشديد-2مثال  ) (200V)sinV t tω=به مدار سري RLC  20.0 باR = Ω ، 
10 mHL 100nFC  و=   كميت هاي زير را حساب كنيد. اعمال مي شود  =

دامنه ي ): ت( مدار و Q ضريب كيفيت):پ(.  دامنه ي جريان در حالت تشديد):ب(.  سامد تشديد  ب):الف(
  .ولتاژ دو سر خود القا در حالت تشديد

  بسامد تشديد مدار عبارت است از): الف(: حل
)49(  

0
3 9

1 1 11 5033 Hz
2 2 2 (10.0 10 H)(100 10 F

f LCω
π π π − −= = = =

× ×
  

   از در حالت تشديد، جريان عبارت است):ب(
)50(  0

0
200 V 10.0 A
20.0

VI
R

= = =
Ω

  

   ضريب كيفيت مدار برابر است با):پ(
)51(  -1 3

0 2 (5033 s )(10.0 10 H) 15.8
20.0

LQ
R
ω π −×

= = =
Ω

  

   در حالت تشديد، اختلاف پتانسيل دو سر خودالقا عيارت است از):ت(
)52(  -1 3 3

0 0 0 0 (10.0 A) 2 (5033s )(10.0 10 H)=3.16 10 VL LV I X I Lω π −= = = × ×  
  
   توان در مدارهاي با جريان متناوب-1-5

   تواني را كه نيروي محركه ي متناوب يه مدار منتقل مي كند برابر است باRCLدر مدارهاي 
  
  
)53(  ( )

2
0 0

0

2
20

( ) ( ) ( ) sin( ) sin sin( )sin

sin cos sin cos sin

V VP t I t V t t V t t t
Z Z

V t t t t
Z

ω φ ω ω φ ω

ω ω ω ω φ

= = − ⋅ = −

= −
  

)sinكه در آن از اتحاد مثلثاتي  ) sin cos cos sint t tω φ ω φ ω φ− = ميانگين زماني  .  استفاده كرديم−
  توان عبارت است از
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)54(  

2 2
20 0

0 0
2 2

20 0

2
0

1 1( ) sin cos sin cos sin

cos sin sin sin cos

1 cos
2

T TV VP t t dt t t dt
T Z T Z

V Vt t t
Z Z
V
Z

ω φ ω ω φ

φ ω φ ω ω

φ

〈 〉 = −

= 〈 〉 − 〈 〉

=

∫ ∫

  

  برحسب كميت هاي جذر ميانگين مربعي  توان ميانگين را مي توان به صورت زير نوشت
)55(  2 2

01( ) cos cos cos
2

rms
rms rms

V VP t I V
Z Z

φ φ φ〈 〉 = = =  
  به سادگي مي توان ديد كه) 14(از شكل .  نام داردضريب توان cosφكميت 

)56(  cos R
Z

φ =  
)و بنابراين  )P t〈    را مي توان به صورت زير نوشت〈

)57(  2( ) rms
rms rms rms rms

VRP t I V I R I R
Z Z

⎛ ⎞⎛ ⎞〈 〉 = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

  مي بينيم كه.  نشان داده شده استωتوان ميانگين به صورت تابعي از  بسامد زاويه اي ) 17(در شكل 
cos وقتي  1φ Z يا = R= ،است ( )P t〈  به 〈

اين حالت تشديدي . مقدار بيشينه ي خود مي رسد
  در وضعيت تشديد داريم. است

)58(  2

max
rms

rms rms
VP I V

R
〈 〉 = =  

   پهناي قله ي  توان-2-5
 RCLگهناي قله ي توان انتقالي به مدار واداشته ي 

مشخص كردن سرشت براي  يك روش . خطي است
ωپهنا اين است كه بازه ي  ω ω+ −Δ =  را تعريف −

 مقادير بسامد وادارنده است كه به ازاي ±ω. كنيم
آنها توان نصف مقدار بيشينه ي خود  در حالت 

  نسان داده شده) 18(اين بازي در شكل . تشديد است

  

 بتهر ωΔبراي يافتن .  افزايش پيدا مي كندR با ωΔپهناي.  نام داردپهناي كل در نصف بيشينه است و
  است نخست توان ميانگين را به صورت زير بنويسيم

)59(  
( ) ( )

2 2 2
0 0

2 22 2 2 2 2 2
0

1 1( )
2 21

V R V RP t
R L C R L

ω
ω ω ω ω ω

〈 〉 = =
+ − + −

  

2كهبا توجه به اين 
max 0( ) 2P t V R〈 〉    به صورت زير در مي آيد±ω است، شرط يافتن =

 توان ميانگين در مدار واداشته ي -17شكل 
RCL تابعي از بسامد راويه اي برحسبω 



 12

  
  
  
)60(  

( )

( )

2 2 2
0 0

max 22 2 2 2 2
0

2
22 2

0

1 1( ) ( )
2 4 2

V V RP t P t
R R L

R
L

ω

ω

ω

ω ω ω

ωω ω

±

±

〈 〉 = 〈 〉 ⇒ = =
+ −

⎛ ⎞⇒ − = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

  .اگر جذر اين عبارت را حساب كنيم، دو پاسخ به دست مي آيد كه جداگانه آنها را بررسي مي كنيم
   دست به) 60(  ريشه ي مثبت رابطه ي -1حالت 
  مي دهد

)61 (  2 2
0

R
L
ωω ω +

+ − = +  
  از حل اين معادله ي درجه دو خواهيم داشت

  
)62(  

2
2
02 4

R R
L L

ω ω+
⎛ ⎞= + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

  داريم) 60( از ريشه ي منفي رابطه ي -2حالت 
)63(  2 2

0
R

L
ωω ω −

− − = −  
    و پاسخ اين معادله ي درجه دو عبارت است از

)64         (                                              
2

2
02 4

R R
L L

ω ω−
⎛ ⎞= − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

  بنابراين، پهنا در نصف بيشينه عبارت است از
)65(  R

L
ω ω ω+ −Δ = − =  

  را مي توان به صورت زير يافت!) اه نشودبا بار الكتريكي اشتب ( Q ،  ضريب كيقيتωΔبا دانستن پهنا،
)66(  0 0LQ

R
ω ω
ω

= =
Δ

  
Qآخرين رابطه در پيوست فصل پيش، از مقايسه ي اين رابطه با  L Rω′= مي بينيم كه در حد مقاومت ، 

)  ي كوچك هاRهاي كم اين  دو رابطه باهم سازگارند؛ چون براي )22
0 02R Lω ω ω′ = − ≈.   

  
   مبدل يا ترانسفورموتور-6

مبدل وسيله اي است كه براي افزايش يا كاهش ولتاژ در مدارهاي با جريان متناوب به كار مي رود و از دو 
 دور سيم است 2Nيه شامل سيم و مدار ثانو1Nمدار اوليه شامل  .پيچه ي اوليه و ثانوي تشكيل شده است 

مدار اوليه به چشمه ي نيروي محركه ي متناوب  . دور يك مغزي آهني پيچيده مي شوند) 19(همانند شكل كه 
)1با ولتاژ )V t 2  "مقاومت  بار" و مدار ثانويه بهRكار مبدل اين است كه جريان اساس .  وصل مي شوند

  .به خاطر القاء متقابل دو مدار در مدار ثانويه نيروي محركه ي متناوب القا مي كندمتناوب در مدار اوليه 

  نمايش پهناي قله ي توان-18شكل
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اگر از مقاومت اندك مدار اوليه چشم پوشي 
  كنيم، بنا به قانون فاراده در مدار اوليه داريم

)67(  
1 1

BdV N
dt
Φ

= −  
 BΦ شار مغناطيسي گذرنده از يك حلقه ي 

نقش مغزي آهني تقويت . مدار اوليه است
 در است كه جريانكردن ميدان مغناطيسي 

هم چنينف مغزي . توليد مي كند مدار اوليه
  آهني سبب مي شود كه به تقريب همه ي

  

بنابراين، ولتاژ يا نيروي محركه  .  هم مي گذردشار گذرنده از مدار اوليه از هر يك از حلقه هاي مدار ثانويه
  القايي در مدار ثانويه برابر است با

)68(  
2 2

BdV N
dt
Φ

= −  
در اين صورت تواني كه ندار . اتلاف توان به خاطر گرما چشم پوشي كرددر حالت مبدل ارماني مي توان از 

  بنابراين، داريم. نتقال مي يابداوليه فراهم مي كند به طور كامل به مدار ثانويه ا
)69(  1 1 2 2I V I V=  

 گذرنده از هر حلقه BΦافزون بر اين، هيچ شار مغناطيسي از مغزي آهني به بيرون نشت نمي كند و شار 
  مي آيد ار تركيب دو رابطه ي بالا   معادله ي مبدل به دست . در هر دو مدار يكسان است

)70(  2 2

1 1

V N
V N

=  

  رابطه اي ميان جريان ها در دو مدار اوليه و ثانويه به دست مي آيد) 70(و ) 69(از تركيب دو رابطه ي 
)71(  

2 2
1 2 2

1 1

V NI I I
V N
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

 ، اوليهدار  به ولتاژ ورودي با نسبت دورهاي مدارثانوي به مبنابراين مي بينيم كه نسبت ولتاژ خروجي
2 1N N  ، 2اگر. تعيين مي شود 1N N> ،2 باشد 1V V> مي شود؛ يعني  ولتاژ خروجي در مدار ثانويه از 

2مبدل با. ولتاژ ورودي در مدار اوليه بيشتر است 1N N> 2اگر . نامند مي بالا برنده را مبدل 1N N< 
2باشد، آنگاه 1V V<مي شود و ولتاژ خروجي در مدار ثانوي كمتر از ولتاژ ورودي در مدار اوليه مي شود  .

2مبدل با 1N N< مي نامندپايين آورنده را مبدل .  
  
   موازيRCL مدار-7

)0را در نظر بگيريد كه در آن چشمه ي ولتاژ متناوب) 20( موازي شكل RCLمدار  ) sinV t V tω=است  .
   افزون . مدار يكسان اندL وR، C، ، اينك ولتاژ لحظه اي دو سر هر سه عنصرRCLبرعكس مدار سري

  اما جريان گذرنده از هر يك از عنصر . بر اين، هر يك از ولتاژها با جريان گذرنده از مقاومت هم فاز است

  نماي يك مبدل-19شكل 
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در بررسي اين مدار از . هاي مدار با هم فرق دارند
ن جريا.  استفاده خواهيم كرد5 تا 2يافته هاي بخش 

  در مقاومت برابر است با
0

0
( )( ) sin sinR R

VV tI t t I t
R R

ω ω= = =  
)72(  

0كه در آن 0RI V R=ولتاژ دو سر خودالقا .  است  

  

  

  عبارت است از
)73(  

0( ) sin L
L

dIV t V t L
dt

ω= =  
  از اين رابطه مي توان جريان گذرنده از خود القا را به دست آورد

)74(  0 0 0
0

0

( ) sin cos sin sin
2 2

t

L L
L

V V VI t t dt t t I t
L L X

π πω ω ω ω
ω

⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′= = − = − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫  

0كه در آن 0L LI V X=و LX Lω=واكنايي القايي است .  
)0 ولتاژ دو سر خازن  ازهم چنين ) sin ( )CV t V t Q t Cω=    خواهيم داشت=

)75(  0
0 0( ) cos sin sin

2 2C C
C

VdQI t CV t t I t
dt X

π πω ω ω ω⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

0كه در آن 0L CI V X=1 وCX Cω=با توجه به قانون پيوندگاه كرشهوف مي .  واكنايي خازن است
  دانيم كه جريان كل مدار جمع اين سه جريان است

  
)76(  

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )

sin sin sin
2 2

R L C

R L C

I t I t I t I t

I t I t I tπ πω ω ω

= + +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

  از اين نمودار ديده مي شود كه. اين جريان ها نشان داده شده اند) 21(در نمودار فازنماي شكل 
)77(  0 0 0 0R L C= + +I I I I  

بيشينه  دامنه ي جريان كل را مي توان  به صورت زير 
  .حساب كرد

0

2 2
0 0 0 0 0 0 0

2

0 2

2

0 2

( )

1 1

1 1 1

RR L C C L

C L

I

V C
R L

V
R X X

ω
ω

= = + + = + −

⎛ ⎞= + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
= + −⎜ ⎟

⎝ ⎠

I I I I I I I

  

)78(  
)توجه كنيد كه  )RI t، ( )LI t و ( )CI tهم فاز نيستند  .  

  

 RLC مدار موازي-20شكل 

  موازيRCL فازنما ي مدار-21شكل 
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  :ريان برابر نيستبا جمع بيشينه دامنه هاي اين سه ج 0Iهم چنين توجه كنيد كه
)79(  0 0 0 0R L CI I I I≠ + +  

0با توجه به  0I V Z=وارون پاگيري عبارت است از ،   
  
)80(  

22

2 2

1 1 1 1 1 1

C L

C
Z R L R X X

ω
ω

⎛ ⎞⎛ ⎞= + − = + −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

با نمودار فازنما نشان داده شده  موازي RCL در مدار  CX وZ، R، LXرابطه ي بين) 22(در شكل 
  از اين شكل مي بينيم كه مي توان  فازرا به صورت زير حساب كرد. است

  
)81(  

0 0

0 0

00

1 1 1tan C L C L

R C L

V V
I I X X R R CVI X X L

R

φ ω
ω

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞− ⎛ ⎞= = = − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
  

0φ موازي باRCLشرط تشديد در مدار    از اين شرط برمي آيد كه در حالت تشديد داريم.  داده مي شود=
)٨٢(  1 1

C lX X
=  

  و بسامد تشديد عبارت است از
)83(  

0
1
LC

ω =  

 سري RCLكه با بسامد تشديد در حالت مدار
ديده مي شود كه در ) 80(از رابطه ي . يكسان  است
1حالت تشديد  Z كمينه )Z جريان . است)  بيشينه

  در خودالقا با جريان در خازن حذف مي شود و 
  

   اين جريان برابر است با. مي رسد كه جريان گذرنده ازمقاومت است  به كمينه مقدار خود مدارجريان كل
)84(  0

0
VI
R

=  
   سري در اينجا هم توان فقط در مقاومت به گرما بتديل و تلف مي شودRCLمانند حالت مدار

)85(  2 2 2
2 20 0 0( ) ( ) ( ) ( ) sin

2 2R R
V V V ZP t I t V t I t R t
R R Z R

ω ⎛ ⎞〈 〉 = 〈 〉 = 〈 〉 = 〈 〉 = = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

  و ضريب توان به صورت زير در مي آيد
)86(  

2 2
0

( ) 1 cos
2

1

P t Z
V Z R RR C

L

φ

ω
ω

〈 〉
= = =

⎛ ⎞+ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

  
اين مدار (  براي پالايه ي جريان بالا است RLمدار) 23(  شكل : پالايه ي جريان بالا -RL مدار-3مثال 

  . مقاومت دروني خودالقاستRدر اين مدار).  كندجريان هاي متناوب با بسامد كم را حذف مي

  موازي RCL فازنماي مدار-22شكل 
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 به بيشينه 20V نسبت بيشينه ولتاژ خروجي، ):الف[
20 يا 10Vولتاژ ورودي 10V Vرا بيابيد .  

15r اگر):ب( = Ω ، 10R = Ω250 وmHL = 
20باشند، به ازاي چه بسامدي 10 1 2V V    است؟=

پاگيري مدار ورودي عبارت است از   )الف(  :حل

( )2 2
1 LZ R r X= + LX كه در آن+ Lω= 

   است با پاگيري مدار خروجي هم برابر.  است
2 2

2 LZ R X=   بيشينه ي جريان برابر است . +

  

  با
)87(  

( )
10 0

0 2 21 L

V VI
Z R r X

= =
+ +

  

  به همين ترتيب، ولتاژ بيشينه ي خروجي هم به صورت زير به پاگيري مدار خروجي مربوط است
)88(  2 2

20 0 2 0 LV I Z I R X= = +  
  از اين دو رابطه به دست مي آيد

  
)89(  ( )

2 2
20

2 210

L

L

R XV
V R r X

+
=

+ +
  

20براي اين كه ): ب( 10 1 2V V    باشد داريم=
  
)90(  ( )

( )2 22 2

2 2

41
4 3

L
L

L

R r RR X X
R r X

+ −+
= ⇒ =

+ +
  

2LXچون  L fLω π=    است بنابراين، =
)91(  2 21 (10.0 15.0 ) 4(10.0 ) 5.51 Hz

2 2 (0.250H) 3
LXf
Lπ π

Ω+ Ω − Ω
= = =  

  
)0چشمه ي ولتاژ سينوسي. را در نطر بگيريد) 24( مدار شكل :RCL مدار-4مثال  ) sinV t V tω=است .  

   بسته باشند2S و1Sاگر در آغاز هر دو كليدهاي
 ، R،Lفرض كنيد . كميت هاي زير را حساب كنيد

0Vو ω جزيي چشم  داده شده اند و از اثرهاي
  .پوشي كنيد

) جريان):الف( )I tبرحسب تابعي از زمان   
   توان ميانگين انتقالي به مدار):ب(
   زمان درازي   براي مدت1S پس از آنگه كليد):پ(

        

 RL پالايه ي -23شكل 

 RCL مدار-24شكل
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  .قطع شده باشد، جريان را به صورت تابعي از زمان به دست آوريد
 براي مدت طولاني قطع شوند و جريان و ولتاژ هم 2S و1S خازن را پس از آنگه هر دو كليدCظرفيت ):ت(

  .اشندفاز ب
  . باز اند2S و1S پاگيري مدار وقتي كه هر دو كليد):ج(
   بيشينه انرژي انباشته شده در خازن در طول نوسان):چ(
    بيشينه انرژي انباشته شده در خودالقا در طول نوسان):ح(
)مد اختلاف فاز بين جريان و ولتاژ ، اگر بسا:)خ( )V tدوبرابر شود .  
  . مي شودCX نصف واكنايي خازنيLX بسامدي كه در آن واكنايي خودالقايي):د(
  

ولاني بسته باشند، جريان فقط از مولد و مقاومت مي  براي مدت ط2S و1S  وقتي هر دو كليد)الف(: حل
    و جريان عبارت است ازRبنابراين ، پاگيري كل مدار. گذرد

)92(  0( ) sinR
VI t t
R

ω=  
   توان ميانگين عبارت است از):ب(
)93(  2 2

20 0( ) ( ) ( ) sin
2R

V VP t I t V t t
R R

ω〈 〉 = 〈 〉 = 〈 〉 =  
براي اين .  باز باشد، پس از زماني دراز جريان فقط از مقاومت، مولد و خودالقا مي گذرد1S اگر كليد):پ(

   پاگيري به صورت زير در مي آيدRLمدار
)94(  

2 2 2 2 2

1 1

L

Z
R X R Lω

= =
+ +

  

  و زاويه ي فاز عبارت است از
)95(  1tan L

R
ωφ − ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

  ين، جريان به صورت تابعي از زمان به صورت زير در مي آيدبنابرا
)96(  10

0 2 2 2
( ) sin( ) sin tanV LI t I t t

RR L
ωω φ ω

ω
−⎛ ⎞= − = −⎜ ⎟

⎝ ⎠+
  

0Rتوجه كنيد كه در حد  2φ خواهيم داشت→ π= و نتيجه اي را كه براي مدار ساده ي خودالقا انتظار 
  .داريم، دوباره به دست مي آيد

   واداشته تبديل مي شود كه زاويه ي فاز آن RCL اگر هر دو كليد باز باشند ، اين مدار به مدار):ت(
  
)97(  

1

tan L C
LX X C

R R

ω
ωφ

−−
= =  

0φاگر جريان و ولتاژ هم فاز باشند، آنگاه tan مي شود و در نتيجه= 0φ اگر بشامد زاويه اي را در  . =
   بناميم، خواهيم داشت0ωاين حالت
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)98(  
0 2

0 0

1 1L C
C L

ω
ω ω

= ⇒ =  

ديده مي شود كه وقتي هر دو كليد باز اند، مدار در حالت تشديد قرار مي گيرد و ) ت( از پاسخ قسمت ):ج(
L CX X= . اگيري مدار عبارت است ازبنابراين ، پ  

)99(  ( )22
L CZ R X X R= + − =  

   انرژي الكتريكي انباشته شده در خازن برابر است با):چ(
)100(  ( )221 1

2 2E C CU CV C IX= =  
0با استفاده از. و هنگامي به بيشينه مقدار خود مي رسد كه جريان بيشينه باشد 1 LCω    داريم=

)101(  2 2
2 2 0 0

,max 0 2 2 2
0

1 1 1
2 2 2C C

V V LU CI X C
R C Rω

⎛ ⎞= = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

   بيشينه انرژي انباشته شده در خودالقا عبارت است از):ح(
)102(  2

2 0
,max 0 2

1
2 2L

LVU LI
R

= =  

02 اگر بسامد جشمه ي ولتاژ دوبرابر شود، يعني ):خ( 1 LCω ω=    باشد، آنگاه فاز براب مي شود با=
  
)103(  

( ) ( )1 1 1
2 21 3tan tan tan

2

LC L LC CL C L
R R R C

ω ωφ − − −
⎛ ⎞− ⎛ ⎞−⎛ ⎞ ⎜ ⎟= = = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

  

  اگر واكنايي القايي نصف واكنايي خازني باشد، مي توان نوشت): د(
)104(  01 1 1 1

2 2 2 2L CX X L
C LC

ωω ω
ω
⎛ ⎞= ⇒ = ⇒ = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

  
400mHL فرض كنيد. استRLمدار يك پالايه ي ) 25(  مدار شكل :RL پالايه ي -5مثال     و ولتاژ=

sin(20.0V)فرودي  tinV ω= با بسامد 
200 rad sω   باشد=

  30 براي اين كه ولتاژ خروجي به اندازه ي ):الف(
از ولتاژ ورودي عقب افتادگي داشته باشد ، مقدار 

Rد باشد؟ چقدر باي  
 نسبت دامنه هاي ولتاژهاي خروجي و ):ب(

 اين پالايه چه نوع پالايه اي . ورودي را حساب كنيد
  

  است؟ پالايه ي جريان بالا يا جريان پايين؟
   اگر مكان خودالقا و مقاومت عوض شوند، آيا پالايه ،  پالايه ي جريان بالا يا جريان پايين مي شود؟):پ(
  

 RL پالايه ي -25شكل 



 19

   عبارت است ازoutV و inVفاز بين  رابطه ي )الف: (حل
)105(  tan in L

out R

V IX L
V IX R

ωφ = = =  

  بنابراين داريم
)106(  (200 rad s)(0.400H) 139 Ω

tan tan30
LR ω
φ

= = =  

   نسبت ولتاژها عبارت است از):ب(
)107(  

2 2
cos cos30 0.866out

in L

V R
V R X

φ= = = =
+

  

outيين است ؛ چون نسبتاين مدار پالايه ي جريان پا inV Vبا افزايش ωكاهش پيدا مي كند .  
در ) 26(  در اين صورت مدار به صورت شكل ):پ(

نسبت ولتاژ خروجي به ولتاژ ورودي براي . مي آيد
  اين مدار عبارت است از

  
  
)108)  

2 2

2 2 2 2 2

1 22

1

out L

in L

V X L
V R X R L

R
L

ω
ω

ω

−

= =
+ +

⎡ ⎤⎛ ⎞= +⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

  

  
  

out زياد ω پالايه ، يك پالايه ي جريان بالاست چون درحد  بسامد هاياين inV Vبه يك ميل مي كند .  
  
  
  
  

  مدار جريان بالا-26شكل 


